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RESUMEN
El objetivo de este trabajo es probar el teorema de los ndmeros primos

m(x)logx
lim " 108X _

X—00 X

En particular se analizara la prueba de Levinson, N. 1969 y como complemento las
otras demostraciones que se encuentran como referencias.

El paso méas importante es la demostracion de la férmula asintdtica de Selberg, que
establece

Y(x)logx + z Ay (%) = 2xlogx + 0(x)

nsx

Por supuesto esto es una consecuencia inmediata del Teorema de los NUmeros
Primos. La genialidad de la demostracion de esta formula asintotica es la que es
completamente elemental.
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AN ELMENTARY PROOF OF THE PRIME NUMBER THEOREM

ABSTRACT
The objective of this paper is to prove the prime numbers theorem

m(x)logx
lim " 108X _

X—00 X

In particular, the proof of (Levinson, N. 1969) and as a complement to the other
demonstrations found as references will be analyzed.

The most important step is the demonstration of Selberg's asymptotic formula, which
establishes

Y(x)logx + z Ay (g) = 2xlogx + 0(x)

nsx

Of course this is an immediate consequence of the Prime Numbers Theorem. The
genius of the demonstration of this asymptotic formula is that it is completely
elementary.

KEYWORDS
Prime number theorem, Selberg's asymptotic formula, Tonelli’s theorem.

INTRODUCCION

El Teorema de los Nimeros Primos (TNP) fue enunciado por primera
vez a finales del siglo XVIII por Carl Friedrich Gauss y Adrien Marie
Legendre ambos conjeturaron que

x)log x
i T logx

X—00 X

El primer intento de su demostracion fue por el matematico ruso
Pafnuty Lvovich Chebyshev, en dicho trabajo demostrd que si se hace

aproximadamente a la funcion m(x) del orden log% con Nun entero
positivo muy grande previamente fijado, entonces la aproximacion

32 Julio E. Trujillo G.



. x dt p . . .
seria fz Togt" Ademas, se deduce que si el limite de la conjetura de los
nimeros primos existe debe ser igual a 1.

En 1859, para entrar en la Academia de las Ciencias de Berlin, el
aleman Bernhard Riemann redactd sélo ocho péginas, pero en esas
paginas se encontraba el camino para llegar al teorema de los Numeros
Primos. La esencia de este documento es que Riemann conecto la
funcion m(x) con la funcion zeta de Euler

(=YL

Pero el salto de gigante que hizo Riemann, es que considera como una
funcion de variable compleja. Ademas, una serie de afirmaciones sobre
el problema de la demostracién del TNP que investigadores posteriores
se encargarian de demostrar. La sorpresa ocurrié antes del siglo XX,
cuando el francés Jacques Salomon Hadamard y el belga Charles Jean
Etienne Gustave Nicolas de la Vallée Poussin, quienes fueron los que
demostraron el teorema de forma independiente. Para mas informacion
histdrica, ver (Trujillo, 2016).

1. Plan de la demostracion
La clave de la demostracion elemental del Teorema de los NUmeros
Primos (TNP), es la formula asintética de Selberg, que establece

PY(x)logx + Z Ay Gl) = 2xlogx + 0(x) (D

nsx

De esta formula se deduce el TNP. El primer paso es expresar la
formula (1), de una manera mas conveniente que involucre

V(E) = e *e’) - 1.

La formula (1) tiene como consecuencia la desigualdad integral

& 1T
2| (E)| < 2j j V)l drdy +0(8)
0 0
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Cuando ¢ - o entonces V(§) —» 0, esto Ultimo es equivalente a
demostrar el TNP.

Si definimos SzglimsupW(E)L entonces el TNP es equivalente

demostrar que § = 0. Esto se demuestra suponiendo que § > 0 para
llegar asi a una contraccion. De la definicién de s obtenemos que

V(I <S+h(©) (2)
Donde h(¢) — 0 cuando ¢ —» 0. Si § > 0 de (1) y (2) obtenemos que
VEOI<s" + 1) 3)

Con0<S§' <S8y f(é) -0, cuando é — . Si hacemos que é —» o en
(3) obtenemos que § < S’ y esto es una contradiccion.

2. Algunas formulas asintéticas de Selberg
La siguiente demostracion es producto del trabajo de Tatuzawa e Iseki
en 1951.

Teorema l. Sea F: (0,0) > R (0C)y G(x) =logx ¥ F (g)

nsx

Entonces F(x)logx + 3 F (3) A(m) = I H(d)G (3).

Demostracion
Podemos expresar F(x)logx como,

F(x)logx = Z EJ F (%) log% - z F (g) loggz ud @
dln

nsx nsx

Utilizando la identidad

AG) = ) u(@log

d|n
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Obtenemos
Z F (%)A(n) - ZF(%)Zy(d) logg (5)
nsx nsx din

Sumando (4) y (5), obtenemos

Fetogx+ ) F(1)aa) = 3 F () 3. ute {iog +log )

nsx nsx (din)
X X
= Z F (1—1) Z y(d)loga
nsx din
2 2 (d)logd
x d|n

Haciendo n = qd obtenemos

> () u@og> = Zu(d)logdz ()

nsx djn dsx q<—
Identificando x como x/d en la funcion G definida al principio y
obtenemos
ZM(d)IOgdz ( )= w@a(3)
dsx q<_ dsx

Lema 1. Para todo x > 1 tenemos que

Z Y (g) = xlogx — x + O(logx)

nsx

Lema 2. Para todo x > 1 tenemos que

Z A; n) =logx + 0(1)

nsx
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Teorema 2. (Formula asintética de Selberg) Para x > 0 obtenemos
que

Y(x)logx + Z A(n)yY (%) = 2xlogx + 0(x)

Demostracion

Usando el teorema 1, en la funcion F; (x) = ¥(x) y también en F,(x) =
x —y — 1, donde y es la constante de Euler-Mascheroni. Utilizando a
F, tenemos

G,(x) = logxz F Gl) = loglell(g)

Por el lema 1, obtenemos que

G1(x) =logx (xlogx — x + 0(logx)) = xlog? x — xlog x +
0(log? x)

y con respecto a F,, tenemos lo siguiente

1
Gy(x) =xlogx (logx+y+0 (;) —(y+1)logx (x + 0(1))
= xlog? x — xlogx + 0(log x)
Restando las funciones G, y G,, obtenemos que G;(x) — G,(x) =

1
0(log? x). Tomaremos la estimacion débil G,(x) — G,(x) = 0 (xE)

Aplicando el teorema 1 en las funciones F;, F, y restando las dos
relaciones resultantes, obtenemos

> 6 () - G)) =0 (v Y ) -ow

dsx dsx

Considerando la diferencia
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Fi(x)logx + Z Fi = /l(n) - {FZ (x)logx + Z F, (= A(n)}

nsx nsx

(1/)(x)—x—y+1)logx+z Y ; —E+y+1)/1(n)=0(x)

nsx

Ordenando los términos y utilizando el lema 2, resulta lo siguiente

p@logx + > (=) 4

nsx

= (x—y—1)logx+Z(%—y—1)A(n)+0(x)

nsx
= 2xlogx + 0(x)

El siguiente teorema recoge cuatro ecuaciones que son logicamente
equivalentes.

Teorema 3.

(i) ﬁ(x)logx+z ()logp—leogx+0(x)

p<x

(ii) Y(x)logx + z Y| = /l(n) = 2xlogx + 0(x)

nsx

(iii) Z A(n)logn + z A(m)A(n) = 2xlogx + 0(x)

n<x mn
mnsx

(iv) p()logx + Z A(m)A(n) = 2xlogx + 0(x)

mn
mnsx
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En lo que sigue vamos a definir una funcion auxiliar:
X
T(x) = Z z u(m) logZZ, parax > 1
nsx min
Teorema 4. Para x suficientemente grande, tenemos que

T(x) = Z A(n)logn + Z A(m)A(n) + 0(x)

nsx
mnsx

Demostracion
Notemos que si n = 1, entonces

x
z u(m) log? —= log? x

m|1

Paran > 1, obtenemos

x
Z u(m) log? —= z u(m)(log?m — 2log xlogm + log? m)

min m|n

= Z u(m)log?m — 2 logxz logm  (6)

m|n m|n

Ademas, tenemos que

> um)logm = —AGm)  (7)

min

Por otro lado, observamos que
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Z A(RAK) = z A(RA (%)

nk hn

- =— Z A(h) Z u(m)logm

= — Z u(m)logmlogn

min

+ 2 u(m)log?m

m|n

= A(n)logn
+ Z u(m)log?m  (8)

min

Aplicando (6), (7) y (8) a la funcion T, se demuestra que

T(x) — ZA(n) logn + Z A(m)A(n) | =0(x)

n<x mn
mnsx

Otro resultado importante es el siguiente

Teorema 5. Sea k > 0 un exponente fijo y con x suficientemente

grande, tenemos que
E logk— = 04 (x)
n .

nsx

Demostracion
Ver (Trujillo, 2016).

Teorema 6. Con x suficientemente grande, tenemos

T(x) = 2xlogx + 0(x)
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La demostracion de este resultado depende de la conexion de la
funcién 7 con la funcion £ definida de la siguiente forma: para x > 1
escribimos

y también del resultado del teorema 5 y las propiedades de las
funciones involucradas, ver (Trujillo, 2016).

3. Proposicion de suavizado

Para todo x > 0, consideremos R(x) = ¥(x) —x y F(x) = Y (x) + x.
Se puede determinar que la funcibn F es creciente, para x
suficientemente grande, tenemos que F(x) = 0(x).

Supongamos que x' > x" > 0. Ademas, como Y(x) es creciente,
obtenemos:

[IRGDI = IRGI| < [R(x") = R(x")|
< YD) =&+ Ix" = x"| = F(x") = F(x")

Nuestro objetivo principal es demostrar que R(x) = 0(x), usando las
desigualdades de Selberg.

Consideremos lo siguiente

> () = T oG -5 Y 42

nsx nsx nsx

= Z b (%) A(n) — x(logx + 0(1))

nsx

= z ) (g>/1(n) —xlogx + 0(x)

nsx
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Por el teorema 3 (ii), tenemos que
Yn<x R (%) A(n) = —P(x)logx + 2xlogx + 0(x) —logx + O(x)
= —(x)logx + xlogx + O(x)

En conclusién, tenemos que
(Y(x) —x) logx+z A(n) = 0(x)
n=<x
y esto equivalente a
R(x)logx + z A(n) = 0(x)
nsx

Para x < n, sustitutyendo x por % (el indice de la sumatoria cambia de
nam) en el resultado anterior

log +Z A(m)— (g)

msx

Combinando los dos resultados anteriores obtenemos

<R(x) logx + Z A(n))logx

— Z A(n) < log + z A(m))
= R(x) log? x+z A(n)logx
Z z =) A(m)A(n)
—0(xlogx)+0<xzﬁ> O(xlogx)
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Esto ultimo lo usaremos, pero necesitamos dos resultados primero
z ( )A(n)logx—Z/l(n)R log— ZA(n)R log x
n<x n<x n<x

y también que

D z ) aemiam = R (%) Z: AG)AR)

nsx m<_ nsx m,
mh=n

Con estos dos resultados obtenemos que

R(x)log?x = Z z A(m)A(h) — z A(n) logn

nsx nsx
mh n

+ O(xlogx)

Consideremos la siguiente sucesion

¢, = A(n)logn + 2 AGAR)  (9)

m,h
mh=n
entonces tenemos que
|R(x)|log? x<ch +0(xlogx)

n<x
Si tomamos la siguiente suma

z Cp = Z/l(n) logn + Z A(m)A(n)

n<x n<x mn
mnsx

Por la desigualdad de Selberg, siempre que x sea suficientemente
grande

Z cn = 2xlogx + 0(x)

nsx
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Vamos a partir desde este punto, pero necesitamos el resultado de
suavizado. Antes de eso un resultado conocido del andlisis real

Lema 3. Si {a,} y {b,} son dos sucesiones de numeros reales,
definimos A, = X7, a;, con A, = 0. Entonces se tiene la identidad

n n-—1

z agby = Apb, + z Ay (by — byi1)
k=1

k=1

Teorema 7. Para todo n €N, sea c, definido en (9). Con x
suficientemente grande tenemos lo siguiente

X
ch|R (g)l = Zf |R (§)|logtdt+0(xlogx)
1

nsx

La demostracién de este resultado se determina al considerar la
sucesiona(1) =c, y

a(n) = c, —2 [ logtdtparan = 2,3,4, ...y aplicando el lema 3.
4. Una direccién logaritmica

Paratodo p € R{, definimos
V(p) = e PR(eP) = e Pip(ef) -1
Evocando el siguiente resultado del analisis

Lema 4 (Teorema de Tonelli) Sean (X, A, 1) y (Y, B,v) dos espacios
de medida o-finitoy F: X X Y — [0, ®) medible. Entonces

hG) = [ Ry, 90) = | Fydu
Y X
son medibles y

fhd,u=J Fd(/,txv)=Jgdv
b XxY Y
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o bien

f f F(x, y)u(dy) u(dx) = f F(x,y)i % v(dx, dy)
XYY XXY

_ fy fy F(x, y)u(dx) v(dy)

.- . -/ X -
Escribiendo x = e¢, con la sustitucion o= e’ en lo que sigue

x §
[ IR G)|1og e de = [wanic - man
0

1

& ¢
—x [ [wpiaray
ofn T
|

X [V(n)ldn |dz
J

Esto es posible, ya que el integrando es no negativo y por el lema 4 el
valor de la integral es independiente del orden. Ademas, la region de
integracion; es el conjunto de puntos (z,n) que comprende el dominio
de integracion para

§ ¢

| [weniazan

07
Es{(mm:0sn<¢{(n<t<&={(xn:0snt<}=
{(t,n):0 <t <¢,0 <n < t}locual corresponde exactamente al

dominio de la doble integral

& ¢
Of Of IV (n)ldz diy
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Entonces tenemos que
S/t

£V ()] <2 f fn/(nndn dr+0©  (10)
0

0

Es claro que |V(p)| es acotado, cuando p — . Entonces,
a = Jim suplV(©)|y f = Jim supz 71V ()ldn

estan bien definidas.

Observacion. [V(&)| < a+ 0(1) cuando & — 0. La desigualdad no
funciona si a es reemplazado por un ndmero pequefio.

Por otro lado, cuando ¢ — < tenemos que

3
fIV(n)Idn < BE+0(8)
0

y entonces se sigue de (10) que

3
£V (©)] < 2 f (Bt + 0(0))dt + 0(E) = BE? + 0(£2)
0

y entonces |V (&)| < B + 0(1). Asi, obtenemos que a < 3.

5. Ultimos pasos para la deduccion del teorema

El Teorema de los Numeros Primos es equivalente probar que V(¢) —»
0, cuando ¢ — <, en otras palabras, cuando a = 0. Asumiremos lo
contrario que a > 0, y deduciremos una contradiccién que S < a.
Vamos a requerir algunos resultados

Teorema 8 Existe constantes positivas C; y C, tales que se obtiene
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0] Para todo &;,¢, > 0 y satisfaciendo &; < &,, tenemos que
$2
f V(n)dr| < C;
$1

) Suponga que V(ny,) =0 para algin n, > 0. Entonces

Nota

f Vldn <oa? + ¢, &
Mldn <> a —
4 Zn

0
Mo

Demostracion
Vamos a probar (i), usaremos la identidad de Abel con a(n) = A(n) y

flx) = % obteniendo

TA0 ), BICH

n X t2
ns<x 1

y siguiendo el lema 2, y que ¥(x)=0(x) tenemos

flpt(zt) dt =logx + 0(1)
1

Escribiendo t = e y x = e?, tenemos

X X

fV(n) dn = th(Zt) dt=J<¢(t) 1) dt = 0(1)

2t
0 1 1

lo cual es equivalente decir que se cumple (i).

Vamos a probar (ii), utilizando con la desigualdad (iv) del teorema 3.
Si1 < x, < x, entonces tenemos

(xg) log xo + Z AGm)AM) = 2x,logxo + 0(x,)  (11)

mn
mnsxg
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Sustrayendo (11) de la desigualdad (iv) del teorema 3 y notando que la
suma

Z A(m)A()

xo<mnsx
es no negativa y que la funcion ¥ (x) es creciente, tenemos

0 < yY(x)logx —Y(xy)logxy < 2(xlogx — xylogx) + 0(x)
y entonces

|R(x)logx — R(xy) logxy| < xlogxy — xologx + 0(x) (12)

Supongamos que V(1) = 0y ny < n < ny + a. Entonces escribimos
x=elyx,=-el, tenemos que R(x,) = 0 y siguiendo de (12) que

eV (mnl < e™n —eony + 0(e)

Por el teorema de valor medio para las derivadas se obtiene que
e —eMong = (n —no)e™(1 + 1)

Para algun 7 satisfaciendo n, < #j < n. Entonces

"1+19 1 3 1
Vil < (U_Uo)%j;n)+0<%) SE(U‘UO)"‘O(%)

El resultado (ii) se deduce.

Supongamos ahora que a > 0.

Escogiendo un adecuado § > a y fijandolo posteriormente, podremos
estudiar el comportamiento de la funcién V(n) en un intervalo [t,t +
&].La V(n) es estrictamente decreciente en los puntos de continuidad,
con un salto positivo en los puntos de discontinuidad.
Considerando el intervalo abierto (7,7+ 6 —«a), es suficiente
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considerar que existe ngen (tr,7+ 6 — ), tal que V(n,) =00 V(n)
cambia de signo al menos una vezen (t,t + 6 — a).
El primer paso, escribimos

[t,T+ 8] = [t,n0] U [n0,m0 + @] U [ + @, T + 5]

Entonces

+6

3
f [V(m)ldn < (o — 7)(a +0(D)) +oat+ CZ%
' +(@T+6—n,—a)(a+0(1))

= —a)(a+0(D) +%a2 + CZ%

(s o)

Existe una constante positiva C; = C;(a), que depende de «, tal que

T+6

a
j V(pldn < e (1 —%)5
T
donde 7 > Cs.

En el segundo caso, si VV(n) cambia de signo en n, € (1,7 + 8 — @),
escribimos

[t,t+6—a]l=[t,m]U[n, T+ —a]

Entonces
T+6—a M1 46—
] [V(m)ldn = jV(n)dn + J V(n)dn‘<261
T T M1

Si V(1) no cambia de signo en (t,t + § — ), entonces
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T+8—a T+8—a

f [V(n)ldn = f V(mdn| < Cy
T T
En cualquier caso, tenemos

T+6—«

f Vldn < 2¢,

T

Y entonces, escribimos [t, 7+ 6] =[t+T1+5—a]l]U[t+5—a, T+
&1, tenemos que

T+5—-a
f V(m)ldy < 2C, + (a + 0(1))a = (m%Jr 0(1)> 5

T

Existe una constante positiva C, = C,(a), que depende de «, tal que

T+6—-a
3C, +a?

[ wenlan <=5

T

Donde 7 > C,. Ahora sea

24C; +9a?
§=——

>
8a

Entonces

Para un namero real suficientemente grande &, sea los enteros K, y K
satisfaciendo las desigualdades

(Ko — 1) < max{Cs;,C,} < K,6

KS§<é<(K+1)6
Entonces
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Kob k (k+1)6

f VGnldn < f OLEDY | wenian

=Ko k&

<Ka (1——)6+0(1)—a(1——)€+0(€)

86
Tenemos que

ﬁSa(l—%)<a

Llegando a una contradiccion, asi hemos probado el Teorema de los
NUmeros Primos.

CONCLUSIONES

El interés historico en los nimeros primos ha permitido construir y
demostrar resultados matematicos cuya aplicacién han influido en el
desarrollo de la civilizacion.

Como hemos visto el Teorema de los Nimeros Primos y la hipotesis
de Riemann guarda una relacién especial con las formulas asintoticas.
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